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Vorwort:

Dieser Text ist ein Trainingsheft fiir Schiiler. Er beinhaltet Methoden zum L&ésen von

Bruchgleichungen, die auf Endgleichungen fiihren, die nicht quadratisch sind, denn die

Lésungsformeln fir quadratische Gleichungen stehen in der Regel in Klasse 8 noch nicht zur

Verfliigung.

Bruchgleichungen, die auf quadratische Endgleichungen fiihren, werden in 12240

vorgestelit.

Bruchgleichungen mit Formvariablen (Parametern) gibt es unter der Nummer 12146.

Zum Inhalt:

Im 1. Abschnitt werden von Seite 7 bis 24 die Methoden besprochen, mit denen man

Bruchgleichungen I6st. Die Voraussetzungen dazu stehen in den Texten 12110 und 12111

(Bruchterme: Definitionsbereiche, Faktorisieren usw.)

Dann folgen 30 Mustergleichungen, in denen alles gezeigt wird, was vorkommt.

Anschlieltend gibt es 24 Trainingsgleichungen, an denen man sich selbst erproben kann.

Diese sind ein wenig kirzer gehalten, was die Losungen betrifft, denn in den zahlreichen

Beispielen zuvor wurden ja alle Verfahren grindlich erklart.

Als Grundmenge fur die Zahlen wird in der Regel die Menge Q aller rationalen Zahlen

(Bruchzahlen) verwendet, denn bis Klasse 8 steht die den Schiilern zur Verfiigung.

Die Texte zum Thema Bruchterme sind:

-
12110 Bruchterme 1 (Definitionsbereich, Kiirzen, Erweitern)
12111 Bruchterme 2 (Addition, Subtraktion)

12112 Bruchterme 3 Trainingsaufgaben aus diesen zwei Dateien

/12145 Bruchgleichungen 1 (ohne quadratische Gleichungen)

12146 Bruchgleichungen 3 (mit Paramatern)
12240 Bruchgleichungen 2 (die auf quadratische Gleichungen fiihren)
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12145 Bruchgleichungen 1 6

1  Ubersicht

Als (echte) Bruchgleichungen bezeichnet man in der Regel Gleichungen, bei denen x im Nenner

eines Bruches vorkommt:

2,x=3 oder 4 3 .2
X x+2 x-1 Xx
Dagegen ist X Z 3 —% =2 keine ,echte“ Bruchgleichung.

Sie enthalt zwar Brliche, aber im Nenner steht kein x.

Die Gleichung =5 bezeichnet man nicht als Bruchgleichung sondern als

2
X

Wourzelgleichung, weil die Quadratwurzel darin héhere

Anforderungen stellt.

Beim Losen von Bruchgleichungen sind zwei Fahigkeiten von groRer
Bedeutung:

>

Das Aufstellen des Definitionsbereichs

o
25

Dies wird sehr ausfihrlich im Text 12111 (Grundlagen fir Bruchterme) gezeigt.

X/
X4

Das Ermitteln des gemeinsamen Nenners der Bruchterme in der Gleichung.

.,

Dazu wiederum ist es notwendig, dass man weif3, wie man Terme faktorisiert.

Auch dies wurde in 12111 bei der Bestimmung des Definitionsbereichs gezeigt.

Den Einsatz dieser Methoden sieht man im folgenden Theorieabschnitt, in dem

erklart wie, nach welchen Methoden man Bruchgleichungen I8st.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Grundlagen und Methodenubersicht

2.1 Mit welchen Methoden I6ste man Bruchgleichungen?

Eine Gleichung I6st man, indem man mit bestimmten Umformungen aus komplizierten
Gleichungen neue, einfachere Gleichungen erstellt. Diese Umformungen missen aber
garantieren, dass die vereinfachte Gleichung dieselben Lésungszahlen besitzt.

Dies macht man so lange, bis am Ende eine so einfache Gleichung Ubrig bleibt,
der man die Lésungszahl(en) ansieht. Diese gelten dann auch fiir die Anfangsgleichung!

Merke: Gleichungen, welche dieselbe Losungsmenge besitzen, heiRen dquivalent
(gleichwertig). Eine Umformung, die eine Gleichung in eine dquivalente Gleichung

umformt, heit eine Aquivalenzumformung!

Liste der Aquivalenzumformungen (die man also anwenden darf)

1. Addition oder Subtraktion einer Zahl auf beiden Seiten einer Gleichung.

Beispiel: 15x -4 =10x+11 (1)
Addition von 4 auf beiden Seiten erzeugt:  15x -4 =10x+11
also 15x =10x+15 (2)

Die Zahl ist Losung von (1) und von (2), was die folgende Probe zeigt:

Die Zahl 3 ist Lésung von (1): 15.[3]-3=10.[3] +12.
42 42
Die Zahl 3 ist Lésung von (2): 15.[3]=10-[3]+15
45 45

2. Addition oder Subtraktion eines Terms auf beiden Seiten einer Gleichung.

Wir gehen von Gleichung (2) aus: 15x =10x+15 (2)
und subtrahieren beidseitig 10x: 5x =15 (3)
Die Zahl ist auch Lésung von (3): 5- =15

15

3. Multiplikation oder Division mit einer Zahl ungleich 0 auf beiden Seiten.

Wir gehen von Gleichung (3) aus: 5x =15 (3)
und dividieren die Gleichung durch 5: x=3 (4)
Die Zahl [3] ist auch Lésung von (4): =3

Kennt man die Lésung der Endgleichung (4) (es ist die Zahl 3), dann weil3 man, dass auch

die Anfangsgleichung (1) die Ldsungszahl 3 hat.

4. Zusammenfassen der Terme auf jeder Seite

Selbstverstandlich andert sich die Losungsmenge auch nicht, wenn man innerhalb

einer Seite der Gleichung Zusammenfassungen vornimmt, wie Addition usw.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Folgende Umformungen sind KEINE Aquivalenzumformungen

1.

Multiplikation einer Gleichung mit 0 - ist verboten

Wir betrachten die Gleichung 4.x=8 (5)
sie hat die Lésungszahl 2: 4.[2]-8
Jetzt schauen wir uns an, was passiert, wenn man diese Gleichung mit O multipliziert:
Also: [0]-4-x=[0]-8
Oder kurzer: 0-x=0. (6)
Diese Gleichung ist allgemeingiiltig, denn jede Zahl I6st sie:
Etwa die Zahl 7: 0-7=0.
7 ist aber keine Losung von (5): 4.7 =8 istfalsch.
Man erkennt, dass die Multiplikation mit 0 keine Aquivalenzumformung ist,

denn dann entstehen Lésungen, die nicht fir die Anfangsgleichung (5) gelten.

MuItipIikatioQ mit einem Term, der x enthalt,
ist oft keine Aquivalenzumformung.

Ein sehr aussagekriftiges Beispiel dazu:
Anfangsgleichung: 2x+3=x+6 | -3und-x (7)
Ergibt die Endgleichung x=3 (8)

Die Endgleichung und Anfangsgleichung haben also nur die Lésung 3.

Ich multipliziere jetzt diese Gleichung beidseitig mit dem Term (x —4), dann entsteht:

(2x+3)(x-4)=(x+6)(x—-4) (8)
oder ausmultipliziert: 2x% —8x+3x—-12=x?—4x+6x—24
fuhrt auf 2x? —5x—12 = x> +2x — 24
und dann auf x*-7x+12=0. 9)

Diese quadratische Gleichung hat die Lésungen 3 und 4, wie man durch eine Probe
nachweisen kann: 2—7~+12:9—21+12:0

bzw. [4] -7.[4]+12=16-28+12=0

Beobachtung: Durch die Multiplikation der Gleichung (7) mit dem Term (x —4)
ist dessen Nullstelle, also die Zahl 4 zur Lésungsmenge der

Endgleichung (9) dazu gekommen.

Wir werden dies auf der ibernachsten Seite allgemein betrachten.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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3. Division mit einem Term, der x enthiilt, ist oft keine Aquivalenzumformung.
Wir betrachten dazu das Beispiel: 2x-2=3x-3 | -2x+3 (1)
Es folgt: 1=x (2)
(2) und (1) haben die Lésungszahl 1.
Nun beschreite ich einen anderen Lésungsweg und klammere auf beiden Seiten aus:

2-(x-1)=3-(x-1) (3)

In einem Anfall von Freude erkenne ich, dass man ja durch die Klammer (x —1)
dividieren kann: 2~N =3 N
Und somit bleibt Gbrig: 2=3 4)
Diese Gleichung hat keine L6sung mehr. Durch die Division durch (xf1) ist unsere
Lésung verloren gegangen!

Merke: Dividiert man eine Gleichung durch einen Term, der x enthalt, kann es

passieren, dass man eine Lésungszahl verliert.
Hinweis: Diesen Fehler begehen viele Schiler, wenn sie eine Gleichung

dieser Art I8sen: x> +8x=0

Falscher L6sungsweg:
Da jeder Summand den Faktor x enthalt, dividieren manche Schiler

diese Gleichung durch x, worauf die neue Gleichung so heif3t:

x+8=0
Aus ihr erhalt man x=-8.
Losungsmenge: L={-8}

Richtiger L6sungsweg:

Da jeder Summand den Faktor x enthalt, kann man x ausklammern

worauf die neue Gleichung so heif3t:
x(x+8)=0
Diese Gleichung stellt ein Nullprodukt dar.

Ein Produkt wird genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 wird:

1. Faktor: x=0 Erste Lésung: x;=0
2. Faktor:  (x+8)=0 Zweite Lésung: X, =-8
Losungsmenge; L={0;-8}

Beobachtung: Die Division durch den Term ,x“ hatte zur Folge,

dass dessen Nullstelle x =0 als Lésung verloren geht.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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2.2 Welche Losungen kommen zu einer Gleichung dazu,
wenn man sie mit einem Term multipliziert?

Allgemeine Betrachtung:

Eine Gleichung hat allgemein diese Form: T =Tg

Tr ist dabei der links stehende Term und Tg der rechts stehende Term.

Was passiert, wenn man diese Gleichung mit dem Term (x - a) multipliziert?.

Dann entsteht diese Gleichung: T,-(x-a)=T,-(x-a). *
Nun alles nach links: T,-(x-a)-T,:(x-a)=0
Jetzt wird (x—a) ausgeklammert: (T,-T,)-(x-a)=0.

Diese Gleichung ist ein sogenanntes NULLPRODUKT

WISSEN: Ein Produkt ist nur dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Das heift: Aus (T,-T,)-(x-a)=0
folgen diese beiden Moglichkeiten: /

1. Mdglichkeit: (T,-T,)=0

2. Maglichkeit: l (x-a)=0
Daraus folgen: T, =T, X i

%,_/ o
Anfangsgleichung Zusatzlsung

Wir haben also nach wie vor die Anfangsgleichung T, =T, mit ihren Losungen, aber zusétzlich

noch die Losung x = a fir die Endgleichung.

Also ist die ,,Nulistelle“ des Terms (x - a) durch diese Multiplikation fiir die Losung

der Endgleichung dazu gekommen.
MERKE:

Wird eine Gleichung mit einem Term T multipliziert,
dann erweitert sich die Lésungsmenge um die Nullstelle dieses Terms.

Man kann dies ubrigens abkirzen und durch Einsetzen zeigen, dass auch schon (*)
die zusatzliche Loésung a hat. Ich finde persénlich nur, dass die gezeigt Methode
beeindruckender ist.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Folgerungen fiir Bruchgleichungen

Beispiel 1a —=2 (1).
X

-1

Die Gleichung hat die Lésungszahl 3, was man durch eine Probe bestatigen kann:

.L =2 ist eine wahre Aussage.

Zur Ubung multiplizieren wir die Gleichung jetzt mit dem Term (x - 5) und fiihren die weitere
Rechnung exakt so durch wie dies allgemein auf der Seite zuvor gezeigt worden ist.

4
m'(X—S)Zz'(X—S) (2)
Alles nach links bringen: | —2-(x-5)
Ergibt: 4 (x-5)-2-(x-5)=0 (3)
(x-5) ausklammern: [%— } x-5)=0 (4)

Diese Gleichung ist ein Nullprodukt.
Es wird dann 0, wenn einer der Faktoren Null wird:

Der 1. Faktor ist {% - 2} =0 bzw. = 7%
X —

1

Dies ist die gegebene Gleichung, von der
wir wissen, dass sie die Lésungszahl x4 = 3 hat

Der 2. Faktorist (x-5)=0 was zur Losungszahl x, = 5 fiihrt.

Die Gleichungen (4), (3) und (2) haben also die Losungszahlen 3 und 5,

aber die Anfangsgleichung (1) hat nur die Ldsungszahl 3.

4 =2 st eine falsche Aussage, denn die linke Seite hat den Wert 1, und 1= 2.

[5]-1

Man kann auch mit einer Probe sehen, dass 5 keine Lésungszahl von (1) ist:

Beobachtung:  Durch Multiplikation der Gleichung (1) mit dem Term (x -5)
kommt die Zahl 5, welche Nullstelle dieses Terms ist,

zur Lésungszahl der Endgleichung dazu.

Die Multiplikation mit (x —5) hat also die Losungsmenge unzulassig vergrofRert.

Man muss also nachtraglich die Lésungszahl 5 fiir die Anfangsgleichung ausschlief3en.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Beispiel 1b L (1),
x—1

Diese Gleichung hat den Definitionsbereich D =R\ {1}

Jetzt tun wir das, was sinnvoll und Ublich ist:

Wir multiplizieren wir die Gleichung mit dem Nennerterm (x-1).

Dies filhrt zu %(x—1):2-(x—1) 2)

Ziel dieser Aktion ist es, den Nennerterm wegkiirzen zu kénnen:

z};lh\qzz.(x_n

Es bleibt: 4=2x-2 < 6=2x < x=3

Wir erkennen die Lésungszahl 3.

Bitte Mitdenken:

In 1a wurde die Gleichung mit dem Term (x —5) multipliziert, was zur Folge hatte, dass
die Zahl 5 (die Nullstelle des Terms) zur L6sung dazu gekommen ist. Man muss sie also

nachtraglich wieder ausschlief3en.

In 1b wurde die Gleichung mit dem Term (x —1) multipliziert, was dann eigentlich zur Folge
haben musste, dass die Zahl 1 zur L6ésung dazu gekommen ist. Warum ist dies aber nicht

passiert? Die Erklarung ist einfach:

Diese LOosung ist wieder verschwunden, als wir durch (x - 1) gekiirzt haben!

Man hatte namlich diese Gleichung auch ohne Kiirzen umformen kdnnen, und zwar so:

4
V- & (X1
4 | (x-1)
.. 4
Das flhrt zu: —1(x—1):2~(x—1)
X_
. 4
Alles nach links: —1(x—1)—2~(x—1) =0
X_
Und jetzt (x —1) ausklammern: [%—Z](X—ﬂ =0

Und jetzt erkennt man, dass es auch die Lésung x = 1 gibt.
Man sieht also:

Wenn man nicht kirzt, kommt die Nullstelle des Terms dazu, mit dem man

die Gleichung multipliziert.

Weil wir aber mit dem Nennerterm multipliziert haben, ist die verbotene Nullstelle des Nenners
dazu gekommen, die aber bereits oben im Definitionsbereich ausgeschlossen worden ist.

Das bedeutet, dass man mit einem Blick auf den Definitionsbereich klarstellt, dass die
Lésungszahl 1 der Endgleichung nicht zur Anfangsgleichung gehort.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Folgendes Losungsverfahren wird also angestrebt:

Bestimme den Definitionsbereich der Gleichung.

Beseitige den Nenner, indem man mit dem Nennerterm multipliziert,

und anschlie®end kiirzt.

Durch diese Multiplikation kommen die Nullstelle des Nennerterms zu den

Lésungen der Endgleichung dazu.

In der Regel fallen sie durch Kiirzen wieder heraus. In besonderen Fallen

aber nicht.

Daher Uberpriift man am Ende stets, ob die Lé6sungszahlen der Endgleichungen
zum Definitionsbereich der Gleichung gehoren.

Denn dort werden ja gerade die Nullstellen der Nenner ausgeschlossen!

Beispiel 2

12 _ 3 M
X

Diese Gleichung hat den Definitionsbereich D=Q)\/{0}

[ Multiplikation mit dem Nennerterm 12 =} X ]
X
2~x =3-X
X
Durch x kirzen: 12 = 3x | :3

4=x

Diese Endgleichung hat die Losungszahl 4, die dem Definitionsbereich abgehort.

Daher I16st 4 auch die Anfangsgleichung (1).

Lésungsmenge:

Beispiel 3

Definitionsbereich:

Multiplikation mit dem Nennerterm (x +2):

Kirzen

Zusammenfassen:

L ={4}

x+1 2X+3
+1=

X+2 X+2
D:Q\{—Z}
X+1 2x+3

X+2-(x+2)+1-(x+2): 12 (x+2)

X +1 2x+3
: +1-(x+2)= :
X+1+X+2=2x+3

2X+3=2x+3

Die Endgleichung ist allgemeingliltig, also ist jede Zahl der Grundmenge Q bzw. R Lésung.

Jetzt ist die Nullstelle des Nennerterms, mit dem wir multipliziert haben, nicht durch Kirzen
herausgefallen. Daher muss man sie selbst ausschlief3en und folgern:

Die Losungsmenge ist der Definitionsbereich der Gleichung: L =D =Q) {0}

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Zusammenfassung:

Bruchgleichungen werden dadurch gelost, dass man auer Aquivalenzumformungen
auch die Multiplikation der Gleichung mit dem Nennerterm durchfiihrt. Dies bewirkt,

dass man den betreffenden Nenner wegkiirzen kann

Dabei kann es passieren, dass eine Nullstelle des Nennerterms als Lésung dazukommt.

Sollte dies der Fall sein, erkennt man es daran, dass diese Lésung als ,verbotene® Zahl
nicht zum Definitionsbereich gehort.

Man wird sie nachtraglich wieder von der L6sungsmenge ausschlief3en!

Dazu bendétigt man den Definitionsbereich einer Bruchgleichung.

Also sollte man damit beginnen, den Definitionsbereich zu ermitteln

Ubungen dazu findet man im Text 12111.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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3 Faktorisierung der Nenner und kleinster gemeinsamer Nenner

Far die Vereinfachung von Bruchgleichungen wird man wie zuvor angesprochen die Gleichungen mit
dem Hauptnennerterm multiplizieren, so dass man anschlie3end alle Nenner wegkiirzen kann.

Das Ermitteln des kleinsten gemeinsamen Nenners ist also neben der Bestimmung des
Definitionsbereichs die erste Beschaftigung zum Lésen der Bruchgleichung.

Ich habe die wichtigsten Falle zusammengestellt und erlautere sie an Beispielen:

1. Fall: Gleichungen ohne x im Nenner:
Beispiel 1: X4+ X1 _4 Seite 16
4 6
2. Fall: Zahlenfaktor in Nenner ausklammern:
. 5 1 .
Beispiel 2: - =2 Seite 17
2x+10 3x+15
3. Fall: Vertauschte Differenzen erkennen:
Beispiel 3: 2 1 = Seite 18
x-5 5-x
4. Fall: x ausklammern:
2
Beispiel 4:  —— 12 4 Seite 19
X“+4x X
5. Fall: Die 3. Binomische Formel anwenden: a’ -b* =(a+b)(a-b)
Beispiel 5: o0+ X __ Seite 20
x°-16 x-4
6. Fall: Die 1. binomische Formel anwenden: a® +2ab +b* = (a+b)’
2
Beispiel 6:  ——— 5 Seite 21
x“+10x+25 3x+15
7. Fall: Die 2. binomische Formel anwenden: a”-2ab +b” = (a-b)’
Beispiel 7: 2% 4 ! -2 Seite 22
x—10 x*-20x+100
8. Fall: Quadratische Terme anders zerlegen: ax®+bx+c=a-(x-X,)(X-X,)
Beispiel 8:  —2X _ = Seite 23
X+3 x°+x-6 x-2
9. Fall: Nicht jeder quadratische Term lasst sich faktorisieren
Beispiel 9: —oX___3 Seite 24

x*+9 x+3

WICHTIG: Hier geht es darum, dass man einer Gleichung ein Merkmal ansehen kann.

Kennt man die zugehdrige Methode, kann man schnell weiterrechnen ©.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1. Fall: Gleichungen ohne x im Nenner.
Beispiel 1: X, x+1 g
4 6

Der gemeinsame Nenner von 4 und 6 ist nicht 4-6 =24 sondern 12.
Man erkennt dies, wenn man die Nenner faktorisiert:

1. Nenner: 4=2.2
2. Nenner: 6=2-3
Hauptnenner: 2-2-3=12

Der gemeinsame Nenner muss 2 Faktoren 2 und den Faktor 3 enthalten. In ihm sind beide
Nenner enthalten, und es ist der kleinste gemeinsame Nenner: Hauptnenner.
Multiplikation der Gleichung mit dem Hauptnenner ergibt:

X2+ X 12112
4 6

Kirzen: 3x+(x+1)-2=12
3x+2x+2=12
Zusammenfassen: 5x+2=12 |-2
5x =10 |:5
X=2

Die Endgleichung hat die Lésungszahl 2.

Weil die Anfangsgleichung den Definitionsbereich D = Q hat, ist 2 darin enthalten.
Somit ist 2 auch Lésung der Anfangsgleichung:

L=1{2)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Fall: Zahlenfaktor in Nenner ausklammern
Beispiel 2: S __ 1 =2
2x+10 3x+15

Man muss erkennen, dass jeder Nenner einen Faktor enthalt, den man ausklammern kann.

1. Nenner 2x+10=2-(x+5)
2. Nenner: 3x+15=3-(x+5)
Gemeinsamer Nenner:  2-3-(x+5) (Hauptnenner)

Man erkennt jetzt auch, dass der Nenner nur dann 0 werden kann, wenn die Klammer (x +5)
Null wird, also fiir x = -5.

Daher kennen wir den Definitionsbereich der Gleichung: D=Q\{-5}

Nun muss man den Nenner faktorisieren:

5 1
2(x+5)_3(x+5):2

Jetzt mit dem Hauptnenner multiplizieren und kirzen:
5 1
—  .%.3. 5\~ .2.3. =2.2.3.(x+5

Dies kann man auch gleich so aufschreiben:

5.-3-2=12-(x+5) | :13
13=12x+60 | -60
—47 =12x | :12
47 _x
Die Endgleichung hat die Lésungszahl —%.
Weil sie zum Definitionsbereich gehdrt, bildet sie die Losungsmenge: L= {—?—7}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3. Fall: Vertauschte Differenzen erkennen

1

2 _3
X-5 5-X

Beispiel 3:

Diese Nenner haben ein Merkmal, das auffallen muss. Der zweite Nenner die vertausche
Differenz des ersten Nenners. Zwischen solchen Termen gilt eine einfache Beziehung:

(5-%)=-(x-5)
Beweis: Man kann das Minuszeichen vor der Klammer als Faktor -1 betrachten und dann in

die Klammer multiplizieren, dann entsteht der Term der linken Seite.

Mit diesem Ausklammertrick des Minuszeichens verandert man die Anfangsgleichung:

2 B 1 _3
x-5 —(x-5)
Das Minuszeichen im Nenner darf man vor den Bruch ziehen, dann erhalt man
2 1
+ =3
x-5 (x-5)
Zusammenfassen: 3 =3
X-5

Hier erkennt man am schnellsten den Definitionsbereich der Gleichung: D =Q\ {5}

1

Division durch 3 ergibt: z =1 | -(x-5)
X —
1=x-5 | +5
Endgleichung: 6=x

Da die Lésungszahl 6 der Endgleichung zu D gehort, ist sie auch Losung der Anfangsgleichung:

L-{6}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4. Fall: x ausklammern

x2 2
+_
X

=1
X2 + 4x

Beispiel 4:

Der erste Nenner hat ein Merkmal, das auffallen muss. Jeder Summand dieses Nenners

enthalt x. Daher kann man x ausklammern. Und schon ist dieser Nenner faktorisiert worden:

1. Nenner: X2 +4x =x-(x+4)

2. Nenner. X

Gemeinsamer Nenner:  x-(x+4) (Hauptnenner)
Definitionsbereich: D=0Q\{0;-4}

Beseitigung der Briiche durch Multiplikation mit dem Hauptnenner:

xz)f4x §:1 | x(x+4)
und kiirzen: X—Z-_)(_.QH_4_}+%.)(.()(+4):1.X.(X+4)
oder gleich so: X2 +2-(x+4)=x(x+4)
Daraus folgt: x? +2x+8 = x* +4x | - 2x und —x®

8 =2x

x=4

Da 4 dem Definitionsbereich angehort, gilt: L = {4}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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5. Fall: Die 3. binomische Formel anwenden: a?-b? =(a +b)(a-b)
- 36 X
Beispiel 5: x2—16+x—4_1

Der 1. Nenner hat ein Merkmal, das auffallen muss: Er kann durch die 3. binomische Formel

faktorisiert werden: X2 =16 =(x+4)(x-4)

Der erste Nenner enthalt auch den zweiten Nenner als Faktor, weshalb er Hauptnenner ist

Definitionsbereich: D=Q\{+4}

Multiplikation der Gleichung mit (x +4)(x —4) und kiirzen:

23—66. X+ —4)+}/X/4/-(x+4)M:1~(x+4)(x—4)
Oder gleich so: 36+x(x+4)=(x+4)(x—4)
36+ x% +4x = x*—16 | -36 und —x°
4x =-52 | : 4
x=-13

Da -13 zum Definitionsbereich gehort folgt:

L={-13}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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6. Fall: Die 1. binomische Formel anwenden: a?+2ab +b? =(a+b)2
2
Beispiel 6: X __ 6
X +10x+25 3x+15

Der 1. Nenner hat ein Merkmal, das auffallen muss: Er kann durch die 1. binomische Formel
faktorisiert werden: X2 +10x+25 = (x + 5)2

2. Nenner: 3x+15=3-(x+5) 3 ausklammern

X2 Zﬁ/
Damit lautet die Gleichung: 5= =1
(x+5) ,Z-(x+5)

Man konnte den 2. Bruch noch kiirzen, was die Arbeit erleichtert.

Definitionsbereich: D=0Q\{-5}

Multiplikation der Gleichung mit dem Hauptnenner (x + 5)2 und kiirzen:

2
Xﬁw_ﬁ(x+5)z 21'(X+5)2
Oder gleich so: x? —2-(x+5)=(x+5)
Das heildt: x2 —2x-10 = x* +10x + 25 | - %
-2x-10=10x+25 | +2x - 25
Alles nach rechts: -35=12x [:12
X =-35

Da diese Lésungszahl zum Definitionsbereich gehort, folgt:

-3

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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7. Fall: Die 2. binomische Formel anwenden: a?-2ab+b? = (a b)

2X 1
+ =
x—-10 x?>-20x+100

Beispiel 7:

Der 2. Nenner hat ein Merkmal, das auffallen muss: Er kann durch die 2. binomische Formel

faktorisiert werden: x? —20x+100 = (x—10)2
1. Nenner: x-10 lasst sich nicht faktorisieren
Hauptnenner: (x-1 O)2 .

Der erste Nenner ist im zweiten enthalten.

2X 1
+ > =
x-10 (x-10)

Damit lautet die Gleichung:

Definitionsbereich: D=Q\ {10}

Multiplikation der Gleichung mit (x —10)2 und kirzen:

2x

—— x 10 x 10
x40 ﬁ//mj{ W

bzw. gleich so: 2x-(x=10)+1=2 -(x—10)

Ausfuhrlicher: 2x% —20x +1= 2(x2 —20x + 100)
2x2 —20x +1=2x? — 40x + 200 | - 2x°
-20x = -40x +199 | +40x -1
20x =199

Da % zum Definitionsbereich gehért folgt: L= {12

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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8.Fall:  Quadratische Terme anders zerlegen: ax® +bx+c=a-(x-X,)(Xx-X,)

2X 4 2X
+ =
X+3 x°+x-6 x-2

Beispiel 8:

Faktorisieren der Nenner:

1. Nenner: X + 3 lasst sich nicht faktorisieren
3. Nenner: X — 2 lasst sich nicht faktorisieren
2. Nenner: x2+x-6 ?

Hinweis: Sehr oft sind fiir Schiler die Aufgaben dahingehend vereinfacht, dass der
quadratische Term das Produkt der beiden anderen ist.

Dies Uberprift man so:  (x+3)(x—-2)=x*+3x-2x-6=x*+x—-6

Damit lautet die Gleichung: 2x + 4 _ %
x+3 (x+3)(x-2) x-2

Definitionsbereich: D=Q\{-3;2}
Kleinster gemeinsamer Nenner: (x + 3)(x - 2).

Der erste und der dritte Nenner sind im zweiten enthalten.

Multiplikation der Gleichung mit (x +3)(x —2) und kiirzen:

%.M(x—2)+;~M)H=%~(X+B)N

bzw. gleich so: 2x-(x-2)+4=2x-(x+3)
Ausmultiplizieren: 2x% —4x + 4 = 2x% + 6X | -2x% + 4x
Alles nach rechts: 4 =10x
_2
X=%

Da % zum Definitionsbereich gehort:

L-f3
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9. Fall:

Beispiel 9:

Nicht jeder quadratische Term lasst sich faktorisieren

3x 3
x>+9 x+3

Keiner der Nenner lasst sich faktorisieren.
Beim Nenner x*>+9 erkennt man das daran, dass er keine Nullstelle besitzt.
Aus x*+9=0 folgt namlich x* =-9, was nicht mdglich ist, weil Quadrate nie negativ

werden kdnnen.

Definitionsbereich: D=0Q\{-3}
Hauptnenner: (x2 +9)(x+3)
3x 3

3x-(x+3):3(x2+9)

3x% +9x =3x* +27 | -3x2
9x =27 | :9
x=3

Da 3 zum Definitionsbereich gehort:

L={3)

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



12145 Bruchgleichungen 1 25

4 Ubungsteil

Mustergleichungen, die nicht zu
quadratischen Endgleichungen fiihren

4.1 Keine ,,echten“ Bruchgleichungen (also ohne x im Nenner)

Beispiel 1 g 2 1
3 5 2

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Weil x nicht im Nenner vorkommt, sind alle Zahlen erlaubt: D =Q
oder flr Schiler ab Klasse 8/9 aufwarts: D=R.

(Bis Klasse 8 kennt man meist nur die rationalen Zahlen Q .)

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Als Nenner kommen vor: 3, 5 und 2.
Der kleinste gemeinsame Nenner (Hauptnenner) ist das kgV der Einzelnenner,
also hier die Zahl 30.

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

X 2x 1
——2=—4—= | -30 Der rote Pfeil soll anzeigen, dass
3 5 2 gute Kopfrechner durch Uberspringen
der nachsten Zeilen die Rechnung
X 2X 1 abkiirzen kénnen!
—-30-2-30=—-30+—=-30
3 5 2
. a a-c
Nach den Regeln des Bruchrechnenist |—-c = - |

Man kann daher die Zahlen b und ¢ eventuell kiirzen:

X }610—2-30=§-}66 ! )3615 Und die Nenner sind weg!

N g 7

10x-60 =12x+15 [+60 Jetzt weiter vereinfachen
10x =12x+75 | —12x x links isolieren.
2x=75 [:(-2)

WISSEN:| Wir haben jetzt die gegebene Gleichung durch Agquivalenzumformungen in einfachere

Gleichungen umgewandelt, die folglich alle dieselbe Lésungsmenge haben.
Die letzte Gleichung ist so einfach, dass man ihre L6sungszahl —2> erkennt.

Daher hat auch die gegebene Gleichung diese Losungszahl

und damit die Losungsmenge: L = {-2%}
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Beispiel 2 )(;2=4x+3x_6

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Weil x nicht im Nenner vorkommt, sind alle Zahlen erlaubt: D =Q
oder fiir Schiler ab Klasse 8/9 aufwarts: D=R.

(Bis Klasse 8 kennt man meist nur die rationalen Zahlen Q.)

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Als Nenner kommen vor: 3 und 5.

Der kleinste gemeinsame Nenner (Hauptnenner) ist das kgV der Einzelnenner,
also hier die Zahl 15.

3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

x-2 —4x + 3x-6 | 15 Der rote Pfeil soll anzeigen, dass
3 5 gute Kopfrechner durch Uberspringen
der nachsten Zeilen die Rechnung
X -2 .%5 —4x-1 3x -6 * abkirzen kénnen!

Je— 5+ ———.
B4 B
(x—2)-5=60x+(3x—6)-3 Jetzt weiter vereinfachen:

5x-10=60x+9x-18

5x-10=69x-18 [+18

5x +8 = 69x |-5x x rechts isolieren!

8 = 64x | Seiten vertauschen (wenn man will)
64x =8 |:64

x=43

Weil nur Aquivalenzumformungen angewandt worden sind, hat die Endgleichung dieselbe
Lésungsmenge wie die Anfangsgleichung.

Lésungsmenge: ' {%}
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4.2 Einfache Bruchgleichungen — mit linearen Nennertermen

Beispiel 3: % _3 (Siehe Seite 13)

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

x = 0 ist verboten: D=Q)\/{0}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Einziger Nenner ist x.

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

E:3 | -x

X

12 ..
~[x]=3[x] | kiirzen!
X

12-3.x |3
4=x

4. Schritt: Gehért die L8sung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit x multipliziert, sonst sind nur Aquivalenzumformungen angewandt worden.

Bei dieser Multiplikation mit x hatte sich die Lésungsmenge um die Zahl 0 vergré3ern kénnen.
Aber dies ist nicht der Fall.

Die Lésungszahl 4 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L ={4}
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Beispiel 4: > _10 (1)
4x

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

x = 0 ist verboten: D=Q\{0}

|2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

1. Nenner: 4x
2. Nenner: 3
Hauptnenner: 4x-3 =12x

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

5 10 | 12x

%.%3 :%.m“ & [15=40x

40x =15 | :40

15 3
X=—=—
40 8

4. Schritt: Gehort die Lésung %zum Definitionsbereich?

Hier wurde mit 4x multipliziert, sonst sind nur Aquivalenzumformungen angewandt
worden. Bei dieser Multiplikation mit 4x hatte sich die Losungsmenge um die Zahl

0 vergréRern kénnen.

w

Aber dies ist nicht der Fall. 8 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung.

Losungsmenge: L= {%}

2
Wir machen einmal die Probe: S5 __10 S 58 = % ist eine wahre Aussage.
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Beispiel 5:

i+£=5
2X 6Xx

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

x = 0 ist verboten: D=Q\{0}
2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

1. Nenner: 2X

2. Nenner: 6x

Hauptnenner: 6x (nicht 12x)!

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

3 2

X+a:5 | -6x
%~%3+%~%:5-6x
9+2=30x

30x =11 [:11
x=1

4. Schritt: Gehort die Lésung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit 6x multipliziert, sonst sind nur Aquivalenzumformungen angewandt
worden. Bei dieser Multiplikation mit 6x hatte sich die L6sungsmenge um die 0
vergrolRern kdnnen. Aber dies ist nicht der Fall.

1

30 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L= {%}

Friedrich Buckel
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Beispiel 6: —_-2
x-1 2

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

x = 1 ist verboten, denn sonst wird der 1. Nenner Null! D=Q\ {1

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

1. Nenner: X—1
2. Nenner: 2
Hauptnenner: 2-(x-1)

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

3 9
;2?29y46:272(x—0

6=9-(x-1)

6=9x-9 | +9
15 =9x |:9
x5

4. Schritt: Gehért die Lsung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit 2-(x —1) multipliziert, sonst sind nur Aquivalenzumformungen

angewandt worden. Bei dieser Multiplikation hatte sich die Losungsmenge um die
Nullstelle des Terms vergréRern kénnen, also um 1. Aber dies ist nicht der Fall.

5
3 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung, daher gilt:

Lésungsmenge: L={%}

Friedrich Buckel
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5 2
y+2 y+2

Beispiel 7:

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestimmen

y = -2 ist verboten, denn sonst werden beide Nenner Nulll D =Q\ {-2}

|2. Schritt: Hauptnenner bestimmen

Gemeinsamer Nennerist y+2

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

5 __ 2 | -(y+2) und kiirzen
y+2 y+2
5=2 Man kann die Zwischenzeile Uberspringen!

Diese Umformung flihrt zu einem Widerspruch, zu einer falschen Aussage.

Die letzte Gleichung ist unlésbar, also auch die gegebene Gleichung.

Lésungsmenge: L={}
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4 +1_x+6 (1)

X+2 X+2

Beispiel 8:

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

x = -2 ist verboten, denn sonst werden beide Nenner Null! D = Q\{—Z}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Gemeinsamer Nennerist x+2

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

4 +1:x+6 | -(x+2) und kiirzen
X+2 X+2

é.wu.(xu):;g.w

44+xX+2=x+6

X+6=x+6 (2)

Eine weitere Umformung eribrigt sich. Die Endgleichung (2) liefert fiir jede Zahl
eine wahre Aussage, sie ist also allgemeingultig.

Ilhre Lésungsmenge ist folglich L, =Q

4. Schritt: Gehért die Lsung zum Definitionsbereich?|

ACHTUNG: Oben wurde jedoch die Gleichung (1) mit (x+2) multipliziert.
Damit kam -2 als Losung dazu, die aber verboten ist, denn
diese Zahl gehort nicht zum Definitionsbereich D = Q \ {-2} .
Also hat die gegebene Gleichung (1) nicht dieselbe Losungsmenge

wie (2), sondern:

Lésungsmenge: L, =Q\{-2}
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Beispiel 9: = +2 (1)
X 3

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

x = 3 ist verboten, denn sonst werden beide Nenner Null! D= Q\{B}

|2. Schritt: Hauptnenner bestimmen

Gemeinsamer Nennerist x-3

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

= +2 | -(x-3) und kirzen

T T = 9 2. (x9)

3x-6=3+2(x-3)

3x-6=3+2x-6 | +6
3x =3+2x | -2x
x=3 (2)

Diese Endgleichung hat die Lésungsmenge L, = {3}

|4. Schritt: Gehort die Lésung zum Definitionsbereich?|

Doch weil die Zahl 3 nicht zum Definitionsbereich der Ausgangsgleichung (1)

gehort, kann sie auch nicht Lésung von (1) sein:

Lésungsmenge: L, ={}

Der Grund sollte jetzt klar sein:

Die Gleichung (1) wurde mit dem Term (x - 3) multipliziert.

Dies ist keine Aquivalenzumformung.

In diesem Fall ist dadurch die Nullstelle dieses Terms, also die Zahl 3
als Lésung dazu gekommen.

Wer darauf nicht achtet, .....

Friedrich Buckel
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Trainingsgleichungen (Teil 1)

Bestimme die Losungsmenge nach folgendem Schema:

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:

5. Schritt:

N [ [

Bestimme den Definitionsbereich der Gleichung.

Mache die Gleichung durch Multiplikation mit einem geeigneten Term bruchfrei

Fiihre Aquivalenzumformen durch bis eine einfache Endgleichung erreicht ist,

deren Lésung man erkennt.

Uberpriife, ob die Lésungen der Endgleichungen zum Definitionsbereich der

Anfangsgleichung gehéren.

Gib die Lésungsmenge der Anfangsgleichung an.

4.3 ¢ 24_36

©
Il
N
[
N
|
1]
o

B
x
[=2)
w
|
a

X+2 X+2
Xx-18 x+2 x-13 2x-10
= 10 = -
X-6 x-6 X+3 x+3

Friedrich Buckel
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4.3 Etwas schwierigere Bruchgleichungen

Beispiel 10:

3x-6 _6
2x+4

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann wird der Nenner 0?

Wann gilt also 2x+4=07
Umstellen nach x liefert: 2x=-4 |:4
Also: x=-2.

Daher ist -2 auszuschlieRen: D =Q\ {-2}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Es gibt nur den Nenner 2x + 4.,

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

3x-6 _6
2x+4

3x-6 'M:12X+24 | xnach links: [|-12x

2x<4

|-(2x+4) und links kiirzen

3x—6-12x = 24 | +6
-9x =30 [:(-9)

4. Schritt: Gehort die Lésung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit (2x +4) multipliziert. Bei dieser Multiplikation hétte sich die
Losungsmenge um die Nullstelle des Terms, also um -2 vergréf3ern kénnen.
Aber dies ist nicht der Fall.

10
3 gehdrt zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L={-%

Friedrich Buckel
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Beispiel 11:

6x+5
2x —

1

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann wird der Nenner 07?

Wann gilt also 2x-3=07
Umstellen nach x liefert: 2x=3 |:2
Also: x=3.

Daher ist 3 auszuschlieBen: D =Q\ {2}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Es gibt nur den Nenner 2x-3.

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

bx+5 =1 |-(2x —3) und links kiirzen
2x-3

6Xx+5

2)%§.£2)</37=2x—3

6x+5=2x-3 | -2x und -5

4x =-8 | 4

X=-2

4. Schritt: Gehort die Losung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit (2x —3) multipliziert. Bei dieser Multiplikation hatte sich die
Lésungsmenge um die Nullstelle des Terms, also um % vergrolRern kénnen.

Aber dies ist nicht der Fall.

-2 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L={-2}

Friedrich Buckel
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Beispiel 12:

5x+2
X_

1

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann wird der Nenner 07?

Wann gilt also 5x-3=07?
Umstellen nach x liefert: 5x=3 |:5
Also: x=3.

Daher ist 2 auszuschlieBen: D =Q\ {2}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Es gibt nur den Nenner 5x-3.

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

5x+2_1
5x -3

§:§~M:1~(5x—3)

5x+2=5x-3 | - 5x
2=-3

| -(5x-3) und links kiirzen

Dieser Widerspruch besagt, dass die Gleichung unlésbar ist.

Lésungsmenge: L={}

Friedrich Buckel
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Beispiel 13: ;=

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen

Wann werden die Nenner 0?
1. Nenner: Farx =0.
2. Nenner: Far x = 2.

Daher sind 0 und 2 auszuschlieBen: D =Q\{0;2}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

In diesem Fall ist der Hauptnenner das Produkt beider Nenner:

HN=x-(x-2)

3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

4.0 | x(x—2) und kiirzen

X XxX-2

%)(’(x -2)= ;2/ . XM Kann ausgelassen werden!
4(x —2) =5x

4x —8 =5x | -4x

-8=x

4. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit x(x —2) multipliziert. Bei dieser Multiplikation hétte sich die
Losungsmenge um die Nullstellen des Terms, also um 0 oder 2 vergrof3ern

kdnnen. Aber dies ist nicht der Fall.

-8 gehdrt zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L ={-8}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



12145 Bruchgleichungen 1

39

Beispiel 14: =

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann werden die Nenner 0?
1. Nenner: Far x = 4.

2. Nenner: Far x = 3.

Daher sind 4 und 3 auszuschlieRen: D =Q)\ {3;4}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

In diesem Fall ist der Hauptnenner das Produkt beider Nenner:
HN=(x-4)(3-x)

3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren|

XE4 = 3fx | -(x—4)(3-x) und kiirzen
L (3= 3 () (3-5]

2(3-x) = 5(x—4)

6-2x=5x-20 | -5x und -6
—7x=-26 | (-7)

26

X=7

4. Schritt: Gehort die Losung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit (x —4)(3 - x) multipliziert. Bei dieser Multiplikation hétte sich die
Lésungsmenge um die Nullstellen des Terms, also um 4 oder 3 vergrof3ern

konnen. Aber dies ist nicht der Fall.

% gehért zum Definitionsbereich der Gleichung.

Losungsmenge: L ={Z]
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Beispiel 15:

a) =

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 0?

Alle Nenner fiir

Daher ist 7 auszuschlief3en:

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Es gibt nur den Nenner

xX=17.
D=0Q\{7}
xX—7.

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

3x 30
Ax=7)= (x-7
a) o (x=7)=_ = (x-7)
Kirzen:
3x 30
MMZQM
3x =30 [:3
x=10

3x (x-7)=

b
) xX—7 X —

(x-7)

oo =5
3x =21 |:3
x=7

|4. Schritt: Gehort die Losung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit (X — 7) multipliziert. Bei dieser Multiplikation hatte sich die

Lésungsmenge um die Nullstelle des Terms, 7 vergrof3ern kdnnen.

In a) dies ist nicht der Fall, denn 10 gehort zum Definitionsbereich der

Gleichung.

In b) ist dies jedoch der Fall: 7 gehort nicht zum Definitionsbereich der
Gleichung, kann also nicht Losung der Anfangsgleichung sein!

Losungsmengen: a) L ={10}

5 L-{}

Friedrich Buckel
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.. 4
Beispiel 16: %6 G—x WICHTIGES BEISPIEL mit Sonderfall!

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann werden die Nenner 0?
Beide Nenner haben die Nullstelle X = 6.

Daher ist 6 auszuschlieRen! D=Q\/{6}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Hier liegt ein Sonderfall vor, den man sich merken muss:

Man beachte diese Rechnung: =—X+6=

Dies bestatigt folgende Regel:

MERKE: Vertauscht man in einer Differenz die beiden Zahlen.

dann andert sich das Gesamtvorzeichen der Differenz.
Beispiel: 7-5=2 aber 5-7 =|32

Also: (a-b)=-(b-a)
oder: (2-3x)=—(3x—-2) oder 6—x=|—|(x-6)
Konsequenz:

Wenn die Nenner wie hier Differenzen mit vertauschen
Vorzeichen sind, ersetze man einen Nenner wie gezeigt:

2X 4 2X 4 2X 4

= & = = =— MERKE
X—-6 6-Xx x—6 —(x—6) xX—6 x—6

Nach dieser Erkenntnis, lautet der Hauptnenner (x - 6)

3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren|

@ __ 4 | -(x—6) und kiirzen
X—6 X—6

2x 4
o]
2x = -4 | :2
X=-2

4. Schritt: Gehort die Lésung zum Definitionsbereich?|

-2 gehdrt zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L={-2}
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. _ 4 2
Belsplel 17: a) 2X—6 3-Xx WICHTIGES BEISPIEL mit Sonderfall!

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: 2x-6=0 < 2x=6 < Xx=3

2.Nenner: 3-x=0 < X=3

Daher ist 3 auszuschlieRen: D=0Q\{3}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Hier liegt eine Besonderheit vor, die man erkennen sollte:
Im 1. Nenner kann man den Faktor 2 ausklammern,

im 2. Nenner vertauscht man die Zahlen und erhédlt 3 —x=—(x-3)

Damit andert sich die Gleichung in:

4 2
2(x-3) —(x-3)

Nun kirzt man links durch 2, rechts zieht man das Minuszeichen vor den Bruch:

2 2

(x-3)  (x-3)

Der Hauptnenner ist nattrlich x-3

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren und kiirzen
2 = (x]

Es bleibt: 2=-2
Dieser Widerspruch zeigt, dass die Endgleichung, und damit auch die

Anfangsgleichung, keine Losungszahl besitzen.

Lésungsmenge: L={}

4 2
2x-6 3-Xx

Zusatz: b)

Diese leicht veranderte Gleichung flhrt nach derselben Methode zu:

4 2 zZW.
2(x-3) " —(x-3) °

2 2
x-3 x-3
Diese Endgleichung wird von allen Zahlen des Definitionsbereichs geldst.
Da aber 3 ¢ D folgt:

Losungsmenge: L=Q\{3}=D
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Beispiel 18: 2 IS WICHTIGES BEISPIEL mit Faktorisieren!
4x+12 3x+9

|1. Schritt : Beide Nenner lassen sich durch Ausklammern faktorisieren :|

1.Nenner: 4x+12=4-(x+3)
2.Nenner: 3x+9=3-(x+3). /0o
5x -1 2x +1 \\’J

4(x+3) - 3(x+3)

Damit sieht die Gleichung so aus:

Dadurch werden die nachsten Schritte wesentlich erleichtert.

2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 07?

1.Nenner: 4.(x+3)=0 < x=-3
2.Nenner: 3:(x+3)=0 < x=-3
Daher ist -3 auszuschlieen: D=Q\{-3}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner muss die Faktoren 4, 3 und die Klammer (x + 3)

enthalten: HN=12-(x+3)

Schlimm waére dieser Vorschlag: HN=(4x+12)-(3x+9)!

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

5x -1 2X +1 ..
= 12- 3 dk !
4(x+3)  3(x+3) | (x+3) und kiirzen

g R T g T

(5x—1)-3=(2x+1)-4

15x-3=8x+4 | -8x und +3
x=7 [:7
x=1

5. Schritt: Gehort die Loésung zum Definitionsbereich?|

Hier wurde mit 12(x+3) multipliziert. Bei dieser Multiplikation hatte sich die
Lésungsmenge um die Nullstellen des Terms, also um -3 vergréRern kénnen.

Aber dies ist nicht der Fall.

1 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L={1
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.. 3 X —4 WICHTIGES BEISPIEL mit Faktorisieren!
Beispiel 19: X™° _

4-6x 15x-10

|1. Schritt : Beide Nenner lassen sich durch Ausklammern faktorisieren :|
1.Nenner: 4-6x=2-(2-3x)

2. Nenner: 15x-10=5-(3x-2).

Jetzt muss man noch erkennen, dass in den Klammern zwei
Differenzen mit vertauschter Reihenfolge stehen, die man durch
Ausklammern von -1 anpassen kann:

2. Nenner: 15x-10=5-(3x-2)=-5(2-3x)

X+3 X—4

Damit sieht die Gleichung so aus: =
2-(2-3x) -5-(2-3x)

Dadurch werden die nachsten beiden Schritte wesentlich erleichtert.

2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: 2(2-3x)=0 < 3x=2 < x=2
2.Nenner: -5:(2-3x)=0 < 3x=2 < x=2
Daher ist 2 auszuschlieBen: D=0Q\{2}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner muss die Faktoren 2, -5 und die Klammer (2 — 3x)
enthalten: HN=-10-(2-3x)

4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

X+3 x—4
2-(2-3x)  -5-(2-3x) |(-10)-(2-3x)
%_33)()(—10).(2—3@ :#_43)()(—10)(2—3@ | kiirzen:

Tl U 2 - T 2

-5-(x+3)=2-(x—-4)
—-5x-15=2x-8 | -2x und +15
-Ix=7 | : (-7)

x=-1

5. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

-1 gehort zum Definitionsbereich der Gleichung.

Lésungsmenge: L={-1

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



12145 Bruchgleichungen 1 45

.. X—6 3
Beispiel 20: + =0 (1) WICHTIGES BEISPIEL mit Faktorisieren!
4x-8 3x-6

|1. Schritt : Beide Nenner lassen sich durch Ausklammern faktorisieren :|

1. Nenner: 4x-8=4-(x-2)
2. Nenner: 3x-6=3:(x-2).
1
Geanderte Gleichung : ORI ] =0

4-(x-2) ,8/~(x—2)

Damit werden die nachsten beiden Schritte wesentlich erleichtert.

2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 07?

1.Nenner: 4(x-2)=0 < x-2=0 < X=2
2.Nenner: x-2=0 < X=2
Daher ist 2 auszuschlieRen: D=Q\{2}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner ist: HN=4.(x-2)

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren und k[jrzen|

—MM+M-4-M:0

x-6+4=0
xX=2 (2)
L, = {2}

5. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

2 gehdrt nicht zum Definitionsbereich der Gleichung.
Diese Losung ist durch die Multiplikation mit dem Term 4(x —2) dazu gekommen.

Sie ist also keine Losung der Anfangsgleichung:

Lésungsmenge: L, ={}
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Beispiel 21; ~ SX*4_2x+1_4x+7 (1) WICHTIGES BEISPIEL mit Faktorisieren!
X+2 2x+4 2x+4

|1. Schritt : Die Nenner lassen sich durch Ausklammern faktorisieren :|
2.und 3. Nenner: 2x+4=2(x+2) g

3x+4  2x+1 4x+7

Danach sieht die Gleichung so aus: - =
x+2 2(x+2) 2(x+2)

2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Die Nenner werden fiir O flr XxX=-2

Daher ist -2 auszuschlieBen: D =Q)\ {-2}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner ist:  HN =2(x+2)

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren

3x+4  2x+1 _ 4x+7 | ~2(X+2) und kiirzen!

X+2 _2(x+2) 2(x+2)
3x+4 2x +1 4x+7
2 _ 7 R
Sz 20 gy 2 MM

(Bx+4)-2—(2x+1)=4x+7 | Die 2. Klammer nicht vergessen!

6x+8-2x—-1=4x+7
AX +7 =4x+7 (2)
Diese Gleichung ist allgemeingliltig, d. h. jede Zahl ist Lésung!.

Die Lésungsmenge der Gleichung (2) ist somit L, =Q.

5. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

. -2 gehodrt nicht zum Definitionsbereich der Gleichung.

Diese Losung ist durch die Multiplikation mit dem Term 2(x +2) dazu gekommen.

Sie gehort also nicht zur Losung der Anfangsgleichung (1):

Lésungsmenge: L, =Q\{-2}
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Trainingsgleichungen (Teil 2)
Bestimme die Losungsmenge nach folgendem Schema:

1. Schritt:  Bestimme den Definitionsbereich der Gleichung.

2. Schritt:  Mache die Gleichung durch Multiplikation mit einem geeigneten Term bruchfrei

3. Schritt:  Fiihre Aquivalenzumformen durch bis eine einfache Endgleichung erreicht ist,
deren Lésung man erkennt.

4. Schritt:  Uberpriife, ob die Lésungen der Endgleichungen zum Definitionsbereich der
Anfangsgleichung gehéren.

5. Schritt:  Gib die L6sungsmenge der Anfangsgleichung an.

o o B “

4x -7 12 5x+4_1

x|

I
(0]
—
N
IS

[
o

3x 2X 7
+

—

N
I

N

X
—
N

X-6 6-x 8x+4 6x+3 12
3x+1 x-2 5 3 . 3 %6
X+2 2x+6 2 x-3 —X

Friedrich Buckel
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4.4 Schwierige Bruchgleichungen

Beispiel 22: X __3

x+1 x-3 -

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: x+1=0 < X =-1
2.Nenner: x-3=0 < X=3

Daher sind -1 und 3 auszuschlieRen: D =Q)\ {-1;3}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der Hauptnenner ist das Produkt der beiden Nenner:

HN=(x+1)(x-3)

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

2X 3

Xx+1 x-3

2x(x-3)-3(x+1)=2(x+1)(x-3)
2x? —6x—3x|z|3=2[x2+x—3x—3]
2x? -9x-3=2x*-4x-6
-9x-3=-4x-6

—-5x=-3

X =

[$1[8)

4. Schritt: Gehért die Losung zum Definitionsbereich?|

Weil % zum Definitionsbereich der Gleichung gehort, ist sie Lésungszahl.

Lésungsmenge: L={3}

=2 | -(x=1)(x-3) und kiirzen

2 Towd) (6 3) 2 4 8] =23

Friedrich Buckel
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4x -5 x+1 _3

X—-6 Xx+2

Beispiel 23:

|1 . Schritt: Definitionsbereich bestim men|

Wann werden die Nenner 0?
1.Nenner: x-6=0 < X=6
2.Nenner: x+2=0 < X=-2

Daher sind -2 und 6 auszuschlieRen: D =Q)\ {-2;6}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der Hauptnenner ist das Produkt der beiden Nenner:
HN = (x+2)(x-6)

|3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

4x-5 x+1 _3
X—-6 XxX+2

4x -5 X+1
%-(X+Z)M—X\+\Z-M(X—G):3~(x+2)(x—6)

(4x=5)(x+2)—(x+1)(x-6)=3(x+2)(x—6)

| -(x+2)(x~-6) und kiirzen

[4x2—5x+8x—10}—[x2+x—6x—6]=3-[x2+2x—6x—12]

4x% +3x-10—x? [+] 5x [+] 6 = 3x® —12x — 36

3x% +8x—4=3x*-12x-36 | - 3x°
8x—4=-12x-36 | +12x + 4
20x = 32 |12

4. Schritt: Gehért die Lsung zum Definitionsbereich?|

Weill —% zum Definitionsbereich der Gleichung gehort, ist sie Losungszahl.

Lésungsmenge: L={-¢}

ACHTUNG:
Auf der nachsten Seite zeige ich, wie man eine diesen Losungsweg mit dem

CAS-Rechner Tl Nspire simulieren kann!
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Einschub zu Beispiel 23

Simulation dieser Umformungen mit Tl Nspire
Zuerst die direkte Losung der Gleichung mit dem [ 11 | BOG EXAKT REELL ?
Befehl solve. wm(m—s _xHL_ x) <30
Wir wollen alle Umformungsschritte Gberprifen. e y*z °
Also definieren wir die Gleichung als gl. N 4x5 w1 Fertig
Dann wird die Gleichung mit dem gemeinsamen Nenner 5 a2

gl-lx-6)-Let2) 324843 (x6):(xc+2)

(x—6)(x +2) multipliziert. Das Ergebnis lassen wir durch
expand vereinfachen. Nach wird Ans durch die

letzte Anzeige ersetzt und man erhalt:

Dann lasse ich 3x° subtrahieren.

Nach wird Ans ersetzt und man erhalt:

 »

SchlieBlich wird geordnet, d.h. x nach links, die reinen
Zahlen nach rechts (+12x und +4):

Die Division durch 20 liefert die Endgleichung:

Endgleichung: x=-%

v

exp md(AnsJ

|

expand(a-x2+8-x—4=3-(x~6)-(x+2))

B2 +Bx—d=3—12-36

Amfﬁx.z‘

<l

(3-x2+8-x—4=3-x2—12-x—36 )—3 x?
Buo—d="12%36

Angt12x+4

(Bo—d="12200-36 |+ 1200044 200c=32

Ansi20 ~
20:x="32 8
e
20 5

Solche Ausdriicke wie im letzten Screenshot sind mathematisch gesehen blanker Unsinn.
Denn man kann ja keinen Bruch erzeugen, der im Zahler ein Gleichheitszeichen enthalt.

Aber die linke Seite dieser Darstellungen sind ja ,nur“ Rechenbefehle und als solche akzeptiert sie
Nspire. Der letzte Befehl lautet: Dividiere die Gleichung ,20x = -32“ durch 20.

Die Antwort steht dann rechts.

Es ist eine Superleistung der Programmierer von Texas Instruments, dass sie diese Mdéglichkeit
geschaffen haben, solche Umformungen durchfiihren zu kdnnen. Der CAS-Rechner ClassPad
von CASIO kann das nicht. Da kommt bereits bei der Definition der Variablen gl eine Fehlermeldung,
denn dieser Befehl enthalt zwei Gleichheitszeichen, was er nicht verarbeiten kann.

Friedrich Buckel
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1 2 1
— + =
x+1 x-2 x-1

Beispiel 24:

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 07?

1.Nenner: x+1=0 < X =-1
2.Nenner: x-2=0 < X=2
3.Nenner: x-1=0 < X =1

Daher sind -1, 1 und 2 auszuschlieRen: D =Q\ {-1;1;2}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der Hauptnenner ist das Produkt der drei Nenner:  HN = (x +1)(x—2)(x -1)

3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren|

1 2 1
- +
x+1 x-2 x-1

s D20~ 25 (e 2 e T (x1)(x-2) (51 =0

(x=2)(x=1)-2(x+1)(x-1)+(x+1)(x-2)=0

=0 | <(x+1)(x-2)(x—1) und kiirzen

Nun werden die Klammern miteinander multipliziert.

Fir die roten Klammern wendet man die 3. binomische Formel an!

[x2—2x—x+2]—2[x2 —1]+[x2+x—2x—2]:0

X2 —3x+2-2x%|+2| +x? = x-2=0 Vorzeichen!
Nun fallt glicklicherweise X2 weg:

—-4x+2=0

4x =2

X =

XY

|4. Schritt: Gehdrt die Losung zum Definitionsbereich?|

Weil % zum Definitionsbereich der Gleichung gehort, ist sie Losungszahl.

Lésungsmenge: L ={1}

Die Schwierigkeit besteht bei dieser Rechnung hauptsachlich darin, nach dem Kirzen die
Klammern richtig zu multiplizieren und dabei die Vorzeichen richtig zu setzen.

Dann muss man korrekt zusammenfassen.
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Beispiel 25: — 4+ > __*%

x-4 x+2 x-1

1. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 07?

1.Nenner: x-4=0 < X =4
2.Nenner: x+2=0 < X=-2
3.Nenner: x-1=0 < X =1

Daher sind -2, 1 und 4 auszuschlieRen: D =Q\ {-2;1;4}

2. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der Hauptnenner ist das Produkt der drei Nenner:  HN = (x —4)(x +2)(x —1)

3. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren|

1 3 4
+ =
x—-4 x+2 x-1

X\14.M(x+z)(x_1)+;<2.(x_4)z;><j(x_1):);.(x_4)(x+z)M

(x+2)(x=1)+3-(x-4)(x=1)=4-(x-4)(x+2)

| -(x=4)(x+2)(x-1) und kiirzen

[xz+2x—x—2]+3'[x2—4x—x+4J:4«[x2 —4x+2x—8}

X2 +X—2+3%x% —15x+12 = 4x> —8x — 32

4x% —14x+10 = 4x*> —8x - 32 | -4x% 1
—14x+10=-8x-32 | +8x—-10
—6x = —42 | (-6)

x=7

4. Schritt: Gehort die Lésung zum Definitionsbereich?|

Weil 7 zum Definitionsbereich der Gleichung gehort, ist sie Losungszahl

Lésungsmenge: L={7}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



12145 Bruchgleichungen 1 53

4x  x 3
x-3 x+3 x2-9

Beispiel 26:

|1. Schritt : Faktorisieren des Nenners der rechten Seite|

Man muss erkennen, dass fir diese Nenner gilt:

x2 -9=(x-3)(x+3)

4 x 3x? —
x—-3 x+3_(x—3)(x+3)

Damit sieht die Gleichung so aus:

|2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 07?

1.Nenner: x-3=0 < x=3
2.Nenner: x+3=0 < X=-3
3.Nenner: (x-3)(x+3)=0 < x =3 oder x=-3

Daher sind 3 und — 3 auszuschlieRen: D = Q) {+3}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner ist: HN =(x-3)(x+3)

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

4 x 3x?
x—-3 x+3_(x—3)(x+3)

4x X 3x2
M’M(X+3)‘E‘(X‘3)M=m'm

4x-(x+3) - x(x - 3) = 3x

|-(x—3)(x+3) und kirzen!

4x? +12x —x% —3x = 3x? | - 3%°
12x-3x=0

9x =0 [:9
x=0

5. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

Weil 0 zum Definitionsbereich der Gleichung gehdrt, kommt sie als Losung in

Frage:

Lésungsmenge: L ={0}
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Beispiel 27:

2x  x2-3x+60 x-12
= (1)

x+5 x2-25 x-5

|1. Schritt : Faktorisieren des Nenners der rechten Seite|
Merkmal: x?—25=(x-5)(x+5) g

2x  x*-3x+60 x-12

Damit sieht die Gleichung so aus: = =
x+5 (x+5)(x-5) x-5

|2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: x+5=0 < x=-5
2.Nenner: (x-5)(x+5)=0 < x=5o0der x=-5
3.Nenner: x-5=0 < x=5

Daher sind 5 und -5 auszuschlieBen: D =Q)\ {45}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen

Der gemeinsame Nenner ist: (x-5)(x+5)

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner multiplizieren|

2x  x*-3x+60 _x-12
x+5 (x+5)(x-5) x-5

| -(x+5)(x~-5) und kiirzen

2x x? —3x+60 x-12
m-M(X—5)—m~(X+ -5 2%'(X+5)M
2x(x—5)—(x2—3x+60):(x—12)(x+5)

2x2 —10x — x? [+] 3x [-] 60 = x? —12x + 5x + 10

x? —7x—-60=x*-7x-60 2)
Diese Gleichung ergibt fir jede eingesetzte Zahl eine wahre Aussage.

Sie heif’t daher allgemeingiiltig und hat als Lésungsmenge L, =Q.

|5. Schritt: Gehdren die Losungen zum Definitionsbereich’?|

Die Antwort heif3t klar ,Nein®.
Die Zahlen 5 und — 5 gehdren nicht zum Definitionsbereich der Gleichung und

kénnen daher auch keine Lésung sein.

Sie kamen durch die Multiplikation mit dem Term (x—5)(x +5) dazu.

Losungsmenge: L=0Q)\ {5}
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2 p—
Beispiel 28; 22X _SX+4 Xx-% (1)
x> +4x 3x+12  3x

1. Schritt : Faktorisieren der Nenner der linken Seite|
x?+4x=x-(x+4) und 3x+12=3-(x+4) @
2x2  x+4 _x-5
x(x+4) 3(x+4) 3x

Damit sieht die Gleichung so aus:

|2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen|

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: x:(x+4)=0 < x=0 oder x=-4
2.Nenner: 3(x+4)=0 < X=-4
3.Nenner: 3x=0 < x=0

Daher sind 0 und —4 auszuschlieBen: D=Q\{0;-4}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner ist: HN =3x-(x+4)

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

2x2 3 5x-4 x-5
X(x+4) 3(x+4)_ 3x

NNMXM 34 (x+4)

6x* —(5x—4)-x = (x—5)(x +4)

| -3x-(x+4) und kiirzen!

6X% —5%% +4x = X% —5x +4x — 20

x?+4x =x*-x-20 | =x% +x
5x = ~20 | :(-5)
X=-4 (2)

5. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

Die Antwort heil3t klar ,Nein®!
Die Zahl —4 gehdrt nicht zum Definitionsbereich der Gleichung und

kann daher auch keine Lésung sein.

Sie kam durch die Multiplikation mit dem Term -3x-(x +4) dazu.
Die Losungsmenge von (2) ist zwar L, = {4}, aber fiir (1) gilt:

Losungsmenge: Ly={}
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X+1 x“+2x+1 x-1

Beispiel 29:

1. Schritt : Faktorisieren des 2. Nenners der linken Seite:|

Merkmal: x2 +2x+1=(x+1)2

Damit sieht die Gleichung so aus: + -

|2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: x+1=0 < X=-1

2. Nenner: (x+1)2:0 < (x+1)(x+1)=0 < x=-1

3.Nenner: x-1=0 < X =1

Daher sind 1 und —1 auszuschlieRen: D=Q\{+1]

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner ist: HN = (x+ 1)2 ((x=1)

|4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

2 3x 5
+ p—
X +1 (x+1)2 X -1

=0 | -(x+1)2 -(x—=1) und kiirzen!

2 2 3x 5 2 B
m.(x+1) -(x—1)+W~W~(x—1)—%-(x+1) <1 =0

2-(x2—1)+3x~(x—1)—5(x2 +2x+1):0

277 ~24 357 —3x- 58 —10x-5=0
-13x-7=0
13x =-7

X=-33

5. Schritt: Gehort die Lésung zum Definitionsbereich?|

Die Zahl —3% gehért zum Definitionsbereich der Gleichung und ist daher auch

Lésung der Ausgangsgleichung!

Lésungsmenge: Ly ={-%]
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X 2 6
+ = (1)
X+3 x+4 x> +7x+12

Beispiel 30:

Diese Gleichung hat zwei Schwierigkeiten aufzuweisen. Zum einen verwirrt der dritte Nenner
x? +7x+12. Daher ein Tipp zu Beginn. Oftmals sind solche Aufgaben so gemacht, dass alle
Nenner irgendetwas miteinander zu tun haben. Und hier sollte man daher nach griindlichem
Hinsehen vermuten, dass vielleicht (x+3)(x+4)=x*+7x+12 sein kénnte.

Und so ist es auch, wie man sofort durch Ausmultiplizieren feststellt!

|1. Schritt : Faktorisieren eines Nenners der linken Seite|

x? +7x+12=(x+3)(x+4) siehe oben.

Damit sieht die Gleichung so aus: X + 2 = 0
x+3 x+4 (x+3)(x+4)

2. Schritt: Definitionsbereich bestimmen

Wann werden die Nenner 0?

1.Nenner: x+3=0 < x=-3
2.Nenner: x+4=0 < X =-4
3.Nenner: (x+3)(x+4)=0 < X = -3 oder x = 4

Daher sind -3 und -4 auszuschlieBen: D =Q\ {-3; -4}

3. Schritt: Hauptnenner bestimmen|

Der gemeinsame Nenner ist: HN =(x+3)(x+4)

4. Schritt: Nenner beseitigen: Mit dem Hauptnenner muItipIizieren|

X_ . 2 6
X+3 x+4_(x+3)(x+4)

};-M(x+4)+ﬁ-<x+s>w=m-m

X(x+4)+2(x+3)=6

| (x+3)(x+4) und kiirzen!

x? +4x+2x+6=6 | -6

x? +6x=0

Weil auf3er 0 keine reine Zahl (ohne x) vorkommt, kann man x ausklammern zu:
X(x+6)=0

Dies ist ein Nullprodukt, das nur dann Null wird, wenn ein Faktor Null wird.

1. Méglichkeit: x =0, 2. Méglichkeit x+6=0 < x=-6.

5. Schritt: Gehért die Lésung zum Definitionsbereich?|

Beide Zahlen gehdren zum Definitionsbereich, also folgt L ={0;-6} .
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AbschlieBender Hinweis

Bis auf Beispiel 30 wurden hier nur solche Gleichungen vorgestellt, deren Endgleichungen

kein x* enthielten.

Das ist wichtig, denn wenn dies auftritt, liegt eine quadratische Gleichung vor. Wie man diese

I6st in der Regel Stoff der Klassenstufe 9.
Leicht zu 16sen sind quadratische Gleichungen ,ohne Absolutglied” wie zuletzt gesehen:

x? +6x =0 . Hier klammert man x aus und erhélt ein Nullprodukt: x(x+6)=0

und aus deren Faktoren man dann wie gezeigt die Losungszahlen bekommt.
Andere quadratische Gleichungen 16st anders.

Hier ein Beispiel aus dem Text Nummer 12240 (Bruchgleichungen 2)

Xx+2 1
+ — =
x-1 2
Definitionsbereich: D=R\{1}
Hauptnenner: 2-(x-1) multiplizieren:
Nenner beseitigen: X +? +% =X | 2-(x-1)
X —

;Z~2~M+%/2-(x—1):x-2-(x—1)

2(x+2)+x-1=2x(x-1)
2x+4 +x—1=2x% - 2x
Nach rechts ordnen: 0=2x?-5x-3
Seiten vertauschen: 2x* -5x-3=0

WISSEN (ab Klasse 9): Die quadratische Gleichung ax? +bx +c =0 hat die

—b++b? —4ac

Lésung: Xip =
' 2a

Wendet man diese Formel an, folgt (mit a=2, b=-5 und c=-3):

. - +5+/25-4.2(-3) 45+.25+24 +5+/49 5+7 _{3
12 — - - - - 1

2.2 4 4

SN

Da beide Zahlen dem Definitionsbereich angehoren, gilt L ={3; -3}

Solche Aufgaben kann man in 12240 Uben!
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1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:

5. Schritt:

8 N E =

Trainingsgleichungen (Teil 3)

Bestimme die Losungsmenge nach folgendem Schema:

Bestimme den Definitionsbereich der Gleichung.

Mache die Gleichung durch Multiplikation mit einem geeigneten Term bruchfrei

Fiihre Aquivalenzumformen durch bis eine einfache Endgleichung erreicht ist,

deren Lésung man erkennt.

Uberpriife, ob die Lésungen der Endgleichungen zum Definitionsbereich der

Anfangsgleichung gehéren.

Gib die Lésungsmenge der Anfangsgleichung an.

4x 2X

X+2 x+5:

2 8 10x
+ =
x+3 x-3 x?-9

2 x-1_

X2 rdx+4 X+2

3x 25-x  x-1

x2—4 5x+10 4-2x

NN § &

X-8 x+4 —48

X+8 x-4 x24+12x-32

4x2 x+1 7

X2 _6x 2x-12 2

3x  2x x? —11x

x+1 x-3 x2—2x-3

3x+1 3x-1 4x?

X+4 3x-6 x2+2x—8
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5. Losungen aller Trainingsgleichungen in Kurzform

N R B R R R E e R =

—_* _6
X 2X

8 PN
x-5
AX 4
X+1
x—18::x+2 10
X—-6 Xx-6
4x—7=12
2Xx+5
4 _ 8
X 3-X

12 4x
Xx-6 6-Xx

3x+1_x—2 _g
X+2 2x+6 2

4x 2X

X+2 x+5:

2 8 10x
+

x+3 x-3 x2-9

2 x+1

X2 +4x+4 X+2

3x 2,5-x X —1

[

N B & B B R G =@ =

x2—4 5x+10 4-2x

N

3x 2X 7

+ y ___
8x+4 6x+3 12
& + 3 =2x-6
x-3 3-x
X-8 x+4 -48

X+8 x-4 x2+12x-32

4x? _ox+1 7
x> —6x 2x-12 2
3x  2x x? —11x

x+1 x-3 x2_2x-3

3x+1 3x-1 4x?

+ - =
Xx+4 3x-6 x?>+2x-8
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4.3 ¢ D=0\ {0}

X 2x

Mal Hauptnenner: 2x

4 3
72)(—7.2%43-2)(

8-3=12x
12x =5

-5
X_12

2eD also L={%

8 p—
X—5

Mal Nenner: (x-5)
8
%M =2 (X — 5)

8=2x-10

2x =18

x=9

9¢D = L:{Q}

2 D=Q\{5}

4x
m_4 D=Q\{-1}

Mal Nenner: (x+1)

;gag%ﬁ:¢@+u

4x =4x+4 | -4x
0=4

Falsche Aussage!
L={}

X-18 x+2
X-6 x-6

Mal Nenner (x-6):

;?Lx/e{jmo-(x—e)

Xx-18=x+2+10x-60

+10 D=Q\ {6}

x—18=11x-58 | -x +58
40 =10x | :4
x=4

4eD > L={4}

2436
X_X

D=0Q\{0}

Mal Hauptnenner: x

2, %
F ool

24 =36

Falsche Aussage

L=}

4
X+2

-8=0

D=0Q\{-2}

Mal Nenner (x+2)
%-M—s-(mz):o

4-8x-16=0
-8x =12

_12__3
-8 2

-3eD = L={-}

|:(-8)

3 5
X+2 Xx+2

D=Q\{-2}
Mal Nenner: (x+2)

3 5
3=5

Falsche Aussage!

L=}

x-13 _2x-10
X+3 X+3

1 D=Q\{-3}

Mal Nenner (x+3):

.M=2;1§0.M—1.(x+3)

x-13=2x-10-x-3
x-13=x-13
Dies wird fir alle x e Q zu einer

wahren Aussage.

Wegen -3¢D = L=Q\{-3}
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o] -7 D-Q\(-3) X4 _1 p-Q\[-1)

2x+5 5x +1
Mal Nenner (2x+5): Mal Nenner (5x+1):
Ax - 7M (2x+5) z:;;~wz1~(5x+1)
4x -7 =24x+60 | -24x +7 5x+4 =5x+1 | -5x
-20x = 67 | :(-20) 4=1
X = f270 =-2 Falsche Aussage!
Da-ZeD = L-={-% L={}
11 2-_8_ p-q\{0;3 12 2. -5 p_qg\{1;2
11 2= Q\{0;3} 12 2> Q\{-1:2)
Mal Hauptnenner x(3-x): Mal Hauptnenner (x +1)(x—2):
4 8 2 5
= X(B-x)=——-x(3 —_— X—2)=—— (X+1
12 -4x =8x | +4x 2x -4 =5x+5 |-5x + 4
12 =12x |:12 -3x=9 [ :(-3)
x=1 x=-3
DaleD = L={1} Da-3eD = L={-3}
13 12 _ 4x D - 6 14 3x 2Xx :l
13 x—6 6-x Q\{6} 14 8x+4 6x+3 12
Rechts im Nenner Differenz vertauschen: Nenner faktorisieren:
12 4x 3x 2Xx 7
= (x-6 =— D= _1
x—6 —(x-6) | (x=9) a(2x+1) 3(2x+1) 12 Q\{-3)

M M M Mal Hauptnenner 12-(2x+1):
3x 3 2x 4 7
Wperq © T gy T g

12 = -4x | :(-4) OX+8x=14x+7 | -14x
x=12--3 3x=7 |:3
Da-3eD = L={-3} x=1
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3x+1_ X—2 _g

X+2 2x+6 2
Nenner faktorisieren:

3x+1_ X—-2
x+2 2(x+3)

= g Jetzt sieht man: D=Q\{-2;-3}

Mal Hauptnenner 2(x+2)(x+3):
5

3xX+1 X-2
§2M(x+3)—ww(x+2)=Eo2(x+2)(x+3)
2(3x+1)(x+3)—(x-2)(x+2)=5(x+2)(x+3)

2(3x2 +x+9x+3)—[x2 —4]:5(x2 +2x+3x+6)

6x% +20x+6 —x2 +4 =5x% + 25x + 30

5x% +20x +10 = 5x° + 25x + 30 | -x2 — 25x — 10
-5x =20 | :(-5)
x=2=-4

Da-4eD = L={-4}

2. Nenner: Differenz vertauschen:

3 3

——=2X-6 Jetzt: D= 3
x—3+—(x—3) X etz Q\ {3}
3 3

- =2X-6
x-3 (x-3) X

-0

Also lautet die Gleichung nurnoch 2x-6=0

Daraus: 2x=6 und x=3

Weil 3¢D = L={].

Hier sieht man noch einmal sehr schén, dass durch die Multiplikation mit dem Nennerterm

x — 3 dessen Nullstelle als Lésung dazu kommt.

Weil aber der Nenner nicht Null werden darf, muss man diese Lésung wieder verbieten!
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17 ax 2 _, D=Q\{-2;-5
- X+2 x+5 Q\{-2;-5]

Mal Hauptnenner' (x+2)(x+5)

x+5

4x(x+5)—2x~(x+2):2(x +2x+5x+10)

4x2% +20x — 2x% — 4x = 2x% +14x + 20

247 +16x = 2% +14x + 20 | -14x
2x =20 | :2
x=10

Da10eD = L ={10}

X-8 x+4 —48
X+8 x-4 x2+4x-32

D=Q\{-8;4}

Erkennen: (x+8)(x—4)=x*+8x—-4x-32=x"+4x-32 I

Xx-8 x+4 —48
Ergibt: - =
9 x+8 x-4 (x+8)(x-4)
Mit dem Hauptnenner multiplizieren: (x+8)(x—-4)

x-8 .M(x—4)—§\+1.(x+8)wzﬁx\/+;é<—f_4'm

(x—8)(x—4)—(x+4)(x+8)=-48

5

x2—8x—4x+32—[x2+4x+8x+32]:—48
x? =12x+32-x* -12x - 32 = -48

—24x =-48 | :(-24)
X=2

Da2eD = L={2}
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2 8 10x
+ =
Xx+3 x-3 x%2-9

Nenner der rechten Seite mit der 3. binomischen Formel faktorisieren:

2 8 10x

= D folgt: D= +3
x+3+x—3 (x+3)(x-3) araus o' Q\ {#3)

Mal Hauptnenner:  (x+3)(x-3):

)
e BT g ()T = e TOSH]

2(x-3)+8(x+3)=10x

2x—6+8x+24 =10x | -10x
18=0

Falsche Aussage, also L={ }

4 x+1
x> —6x 2x-12

L
2

Faktorisieren:

4x? x+1 7 N _
o8 T8 "2 Jetzt: D=Q\{0;6)

Mal Hauptnenner 2x-(x - 6)

4x2 2—(x+1)-x=7x(x-6)

8x? —x% —x = Tx® —42x

IrE - x = FxE - 42x | +42x
41x =0

x=0
Da0¢D = L:{} "
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2 _x+1:_1

X2 +4x+4 Xx+2

1. Nenner faktorisieren. Nach der 1. Binomischen Formel gilt (x + 2)2 =x*+4x+4
2 X+1

(x+2)2 X+2

=-1 Alsoist D=Q\{-2}
Mal Hauptnenner (x + 2)2 :

e

2—(x+‘|)(x+2):—(x+2)2

X+1

x+2 1-(x+2)2

2—[x2+x+2x+2]:—[x2+4x+4]

2-x2-3x-2=-x*>-4x-4 | +x2 +4x
x=-4
Da-4eD = L={-4}

3 2x _ x? —11x (1)

x+1 x-3 x>-2x-3

Versuchsrechnung: (x+1)(x=3)=x*+x-3x-3=x"-2x-3
Also kann man den Nenner rechts faktorisieren:

3x _ 2x _ x? —11x
x+1 x-3 (x+1)(x-3)

D=Q\{-1;3}

Mal Hauptnenner (x+1)(x-3):

(x-3)- x+1N Xt -1 M
[E=Tso]

3x-(x—3)—2x~(x+1)=x2 —11x

3x% —9x —2x% —2x = x% —11x
x? —11x = x* - 11x (2)

Die Gleichung (2) liefert fir jede Zahl wahre Aussage.

Wegen D =Q\{-1;3} muss man aber -1 und 3 fiir die Lésungsmenge von (1)
ausschlieRen, dahergilt: L=D=Q\{-1;3}!!!
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3x B 25-x  x-1
x2 -4 5x+10 4-2x

Faktorisierung der Nenner:
1. Nenner: x? -4 =(x+2)(x-2) (3. Binomische Formel)

2. Nenner: 5X+10=5~(X+2)
3. Nenner 4—2X=—(2X—4)=—2(X—2)
(Zuerst unter Zufligen eines Minuszeichens die Differenz vertauschen,

dann noch 2 ausklammern, oder gleich -2 ausklammern!

3x _25-x _ x-1 bzw 3x 25 x _ x-1
(x+2)(x-2) 5(x+2) - —-2(x-2) - (x+2)(x-2) 5(x+2) - 2(x-2)
Definitionsbereich: D=Q\{+2}

Multiplikation mit dem Hauptnenner 10-(x +2)(x-2):

30x —5x(x—2)=-5(x-1)(x+2)
30x — 5x2 +10x:—5(x2 —x+2x—2)

40X —5x2 = -5x? —5x +10 | + 5x% +5x
45x =10 | :45
x=$%=%

3x+1 3x-1  4x*
Xx+4 3x-6 x*+2x-8

Faktorisierung der Nenner:

3x-6=3(x-2)
Versuch: (x+4)(x—2):x2+4x—2x—8=x2+2x—8
3x+1  3x-1 4x?

x+4+3(x—2)_(x+4)(x—2)= M

Daraus liest man den Definitionsbereich ab: D=Q\ {—4;2 }
Hauptnenner: 3-(x+4)(x-2)

Multiplikation von (1) mit dem HN:

3"*13 (3] (x—2) + \&Z’% -(X+4)M—W{_2)3'M20

3-(3x+1)(x—2)+(3x-1)-(x+4)-4x*-3=0
3[3x2+x—6x—2]+3x2—x+12x—4—12x2 =0

4x-10=0 & 4x=-10 o x=-32

Da-$eD = L={-%}
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